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ABSTRACT. A kutatési jelentés a pozitiv bilinearis rendszerek iranyithatosagat mutatja be.
ElGszor szamba veszi az id&ben folytonos rendszerekre meglévg tételeket, majd a diszkrét
idGinvarians bilinearis rendszerek irdnyithatésigat irja le két dimenzioban.

1. FOLYTONOS IDEJU POZITIV BILINEARIS RENDSZEREK

Az irodalomban a pozitiv bilinearis rendszerek elérhetdségével illetve iranyithatosagaval
kapcsolatban csak folytonos idejl rendszerekre vannak eredmények. Diszkrét ideji bilinearis
rendszerekre csak egy-két eredmény talalhato, de nem a pozitiv esetre.

Egy folytonos idejii idG-invarians homogén bilineéris rendszert az

=1

egyenlet irja le.

Definicié 1.1. Az (1) bilinedris rendszer pozitiv ha minden x(0) > 0 esetben barmely u(t)
kontroll mellett minden x(t) nemnegativ marad.

Konnyti belatni a kovetkezd karakterizaciot (lasd pl. [3], [8]):

Tétel 1.1. Az (1) rendszer pontosan akkor pozitiv, ha A Metzler matriz (azaz minden di-
agondlison kivili eleme nemnegativ, a diagondlisban pedig bdarmi lehet) és minden B; di-
agondlis matriz.

A bilinearis rendszerek esetében egy origobél indul6 rendszer nem tudja elhagyni az
origot, ezért az elérhetGség fogalma értelmetlenné valik, igy természetes csak a rendszer
iranyithatosaganak vizsgalatara szoritkozni. A iranyithatosag vizsgalatanal pedig meg kel-
lenne mondani, hogy milyen kezdGallapotokat engedunk meg, és milyen végallapotokat akarunk
elérni. Az irodalomban [3] kezdte a iranyithatosag vizsgélatét, és 6 még minden x(0) > 0
nemnegativ vektorbol akart elérni minden x; > 0 szigortian pozitivat, de aztan a késGbbiek-
ben [1] és [8] mar csak x(0) > 0 szigortan pozitiv kezdGallapotokat engedett meg. Lathato,
hogy kis zavar van az irodalomban, hogy mit is akarunk kontrollalhatosdgnak nevezni, ezért
maradjunk az utobbinal:

Definicié 1.2. Az (1) rendszer pozitivan iranyithaté, ha egyrészt pozitiv, mdsrészt minden
x(0),x1 > 0 pozitiv vektorok esetén létezik olyan u(t) kontroll figgvény amely véges iddben a
rendszert x(0)-b6l x -be viszi.

A pozitiv iranyithatosiag elmélete itt egyaltalan nem olyan teljes mint a lineéris esetben.
Bilinearis rendszerek esetében azonnal felmeriil a kérdés, hogy hogyan valtozik a kontrollal-

hatoség a dimenzié (n) és a kontrollok szama (m) véltoztatasaval. Nagyon kevés eredmény
1
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van: az elsd eredmények két dimenzioban [3|-ban talalhatok, amelyeket [1] egészitett ki, és
igy a két dimenzios eset teljes karakterizaciojat adta, amely a kévetkezd:

Tétel 1.2. Tekintsik a (1) rendszert, aholn =2, m = 1, és tegyiik fel, hogy:

(A) A Metzler mdtriz

(B) B diagondlis mdtriz by, by elemekkel a diagondlisban

(C) b1,b; # 0

(D) by # by

(E) by > 0 (ez feltehetd az dltaldnossdg megszoritasa nélkil, hiszen kiilonben a —B mdtrizot
tekintjik, és ugyanahhoz a kontroll problémdhoz jutunk).

Ekkor a kovetkezdk igazak:

(i) Ha by > 0, akkor a (1) rendszer pozitivan kontrolldlhato.

(ZZ) Ha b < 0, és (b2a11 — b1a22>2 + 4b1byaizag > 0, valamint byags — byay; > 0, akkor a
(1) rendszer pozitivan kontrolldlhato.

(111) Minden mds esetben a (1) rendszer pozitivan nem kontrolldlhato.

A két dimenzios eset vizsgalatan kiviil Boothby [3]-ben a kivetkezd (trividlis) eredményt
adja az n = m esetre:

Tétel 1.3. Tekintsiik a (1) rendszert, aholn = m es A Metzler mdtriz, B;-k pedig linedrisan
fiiggetlen diagondlis mdtrizok. Ekkor a rendszer pozitivan kontrolldlhats. (S6t, barmely két
pozitiv vektor barmilyen tton sszekithetd eqgymdssal!)

Ez a két tétel teljessé teszi az n = 2 eset vizsgalatat, hiszen ekkor csak m = 1,2 jon
szoba. (Nyilvan ugyanis elég az m < n esetre szoritkozni, hiszen ha a B;-k nem fiiggetlenek
linedrisan, akkor az m csokkenthetd néhadny B; elhagyéaséval.

Az n > 2 esetben elég kevés eredmény van (az utobbi tétel persze arra is vonatkozik, de
trivialis.) Sachkov [7]-ben a kovetkezd tétellel megmutatta, hogy n > 2 esetben generikusan
(azaz a "legtObb esetben") egy kontrol-valtozé nem elég a pozitiv kontrollalhatosaghoz:

Tétel 1.4. Tekintsik a (1) rendszert, ahol n > 2, m = 1, A Metzler és B = diag(b;)
diagondlis. Ekkor ha

(i) a1n, > 0,a,1 >0, €s ay; + an; > 0 minden j =2,3,...n — 1 esetben, tovdbbd by < by <
Sbn—l < bn7
vagy

(1) valamely i < j-re b; = b; és minden k # i-re a;; > 0 vagy minden k # j-re aj; > 0,
akkor a rendszer mem pozitivan irdnyithato.

Sachkov [8]-ben vizsgélja az m = n — 1 esetet, és a kovetkezd eredményeket kapja:

Tétel 1.5. Legyen m = n — 1, A Metzler mdtriz, B;-k diagondlisak, és | = span(by, ..., by,)
(ahol a B; mdtrizokat a diagondlisban dlld b; vektorral reprezentdltuk). Legyen h € R™ az [
hipersikra ortogondlis nemnulla vektor, és tegyiik fel, hogy > h; # 0. Ekkor

(i) Ha az A mdtriz irreducibilis (azaz nincsen koordindta tengelyek dltal kifeszitett nemtriv-
ialis invaridns altere), és a h vektornak vannak ellentétes eldjeld koordindtai, akkor a (1)
rendszer pozitivan kontrolldlhato.

(ii) Ha h; > 0 minden i-re, és Y ., ha; > 0 akkor a (1) rendszer pozitivan nem kontrol-
lalhato.

Abban az esetben pedig ha > h; = 0 a kévetkezd teljesil: a (1) rendszer pontosan
akkor pozitivan kontrolldlhato, ha h-nak létezik legaldbb kettd pozitiv és negativ koordindtdja
eqyarant.
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Sachkov ezutan (tovabbra is [8]-ben erre a tételre alapozva ad nehany eredményt az m =
n — 2 illetve a tetszéleges m < n esetekre.

Amint lathato, jelenleg nincs teljes karakterizacidja a folytonos bilinearis rendszerek poz-
itiv kontrollalhatosdganak.

2. DISZKRET IDEJU POZITIV BILINEARIS RENDSZEREK

Az irodalomban semmiféle ilyen eredményt nem talalhato. Diszkrét (de nem pozitiv) bi-
linearis rendszerek kontrollalhatosagarol 1étezik egy elégséges feltétel [9]-ban, ami a kovetkezd:

Tétel 2.1. Azx(k+1) = Ax(k)+u(k)Bx(k) rendszer kontrolldlhato R™\ {0}-n, ha léteznek
olyan N, M pozitiv egészek, hogy minden x € R™\ {0}-re

(i) |ANz|| = ||z|| (azaz AN ortogondlis leképezés)

(ii) Hy(z) := [BAM =1y, ABAM =22, ... AM~1Bz] rangja n.

Ez elég specidlis eset az (i) kovetelmény miatt. A kontrollalhatosag teljes karakterizacioja
nem ismert.
Tekintsiik tehat az

(2)  x(k+1)=Ax(k) + Y ui(k)Bix(k) xeR", A B e R™™ u; €R
=1

diszkrét ideji homogén bilinearis rendszert. Ennek pozitivitasat karakterizalja a kdvetkezd
allitas:
Tétel 2.2. A (2) rendszerre a kivetkezdk ekvivalensek:

(i) Minden x(0) > 0 kezdddllapot és minden u;(m) >0 (m =1,... k) nemnegativ kontroll
esetén az x(k) dllapot szintén nemnegativ

(i) A, B; > 0 elemenként

Bizonyitas. A (ii) — (i) irany vildgos. A maésik irdnyhoz rogzitsiik a kontrollok értékét az
idotol fiiggetleniil u;(k) = ¢; értékkel. Ekkor egy allando egyiitthatos differencia-egyenletet
kapunk: x(k + 1) = (A+ >.", ¢;B;)z(k). Ennek pozitivitasa ekvivalens (trividlisan, és
egyebként jol ismert modon a pozitiv linearis elméletbél) azzal, hogy az D := A+ ", ¢; B,
matrix nemnegativ elemii. Ha A-nak lenne negativ eleme, akkor a ¢; = 0 valasztassal D-nek
is lenne. Ha valamelyik B;-nek lenne negativ eleme akkor az adott ¢;-t nagyra valasztva,
a tobbit pedig lenullazva szintén elérheté lenne, hogy D-nek legyen negativ eleme. Tehat
D csak akkor lesz minden nemnegativ ¢; valasztas mellet nemnegativ, ha A és minden B;
nemnegativ. []

karakterizaljuk is azokat. Természetesen az orig6bodl indul6 rendszerek diszkrét bilinedris
esetben is az origoban maradnak, igy az elérhetdség vizsgalatanak nincs értelme. A kontrol-
lalhatosagot vizsgéalhatjuk az Gsszes nemnulla nemnegativ vektorra, vagy csak a szigortian
pozitiv vektorokra.

Definici6 2.1. Az (A, B; > 0) mdtrizok dltal megadott bilinedris rendszert erésen pozitivan
irdnyithatonak nevezzik ha minden x(0) > 0, x(0) # 0 kezdddllapot és minden x; > 0,
x1 # 0 vektor esetén van olyan véges nemnegativ kontroll-sorozat, amely x(0)-t dtviszi x;-be.

Az (A, B; > 0) mdtrizok dltal megadott bilinedris rendszert gyengén pozitivan irdnyithatd-
nak nevezziik ha minden x(0) > 0 kezddallapot és minden x; > 0 vektor esetén van olyan
véges nemnegativ kontroll-sorozat, amely x(0)-t dtviszi x;-be.
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Most megvizsgaljuk az erds kontrollalhatosag feltételeit n = 2 dimenziéban m = 1 kon-
troll valtozd esetén. A feltételek azon az egyszerii észrevételen alapulnak, hogy a pozitiv
koordinatdk nemnegativ input mellett 'nehezen’ valhatnak nulléva.

Tétel 2.3. Az x(k+ 1) = Ax(k) + u(k)Bx(k), (A, B) > 0) mdtrizok dltal megadott n = 2
dimenzids bilinedris rendszer pontosan akkor erésen pozitivan irdnyithatd, ha (a vdltozdk
esetleges permutdldsa utdin) A és B a kovetkezd alaki:

A= {0 alz} es B = [ 0 b }, ahol a1o > 0 es by > 0, bys > 0, es by > 0.
Bizonyitds. El6szor a sziikségességet latjuk be. Ha az x(0) kezddallapot mindkét ko-
ordinataja pozitiv, és A-nak nincs csupa 0 sora, akkor nyilvanvald, hogy minden x(k)-nak is
mindkét koordinataja pozitiv marad, igy a rendszer nem lehet erésen irdnyithat6 (mert nem
nullazodhat le egyik koordinata sem). Tehat A egyik sora csupa 0, és feltehetd (a valtozok
esetleges permutalasa utan), hogy ez A mésodik sora. Ha aj; > 0, és az x(0) kezdGallapot
els6 koordinatdja zo pozitiv, akkor minden k-ra x(k) els6 koordinitaja legalabb a¥ z¢, azaz
nem valhat nullavd, tehat a rendszer nem erésen iranyithaté. Tehat sziikséges, hogy a;; = 0.
Nyilvan ha a5 = 0, akkor A = 0, és a rendszer nem iranyithato, igy aio > 0 sziikséges.
Tehat A a kivant alaku.

A tovabbiakban bevezetjiikk azt a ’szektor-analizis’ modszert, amellyel a iranyithatosag
hatékonyan vizsgalhato. Jelolésben, ha e, f nemnegativ vektorok, akkor Se¢ fogja jelolni az
e és f altal kifeszitett szektort (kipot) a pozitiv negyedben. A koordinata-tengelyeket x és
y fogja jelolni.

Jelolje by és by a B matrix két oszlopat. Ha by; és bio egyike sem nulla, akkor tekintsiik
b, és by koziil a nagyobb meredekségtit, legyen ez e. Ekkor az S = S szektor invarians,
igy a rendszer nem kontrollalhato. Az S szektor invariancian azt értjiik, hogy ha x(k) € S
akkor x(k+1) € S. Ez pedig vilagos, hiszen Ax(k) az x-tengelyre esik, mig u(k)Bx(k) nem
lehet meredekebb mint e. Tehat ha a rendszer S-bél indul akkor S-ben is marad, igy nem
irdnyithato. Tehat sziikséges, hogy by; és b valamelyike 0 legyen.

Ha by; # 0, akkor az y tengely elhagyasaval keletkez6 F := R2 \ y félig nyilt pozitiv
negyed lesz rendszer-invarians, tehat az y tengely F-bol nem érhets el, igy a rendszer nem
ergsen iranyithaté. Tehat b;; = 0 sziikséges. Nyilvan ezutan by; > 0 sziikséges, kiilonben
a rendszer 'nilpotens’, azaz az x tengelyt az origoba képzi, igy nem iranyithato. Tovabba
bao > 0 szintén sziikséges, hiszen bys = 0 esetén a két tengely unioja invarians halmaz lenne.

Ezzel a sziikségességet belattuk. Az elégségesség belatasdhoz ismét a szektor-analizist
hivjuk segitsegiil. Megvizsgaljuk, hogy hogyan valtozik az x(0)-bél elérhets vektorok hal-
maza a k lépésszam novelésével. Tegyiik fel, hogy valamely k-ra egy teljes S; := Sef
szektor elérhetd x(0)-bdl. Konnyen lathato, hogy ekkor az Si.; elérhetéségi halmaz az
Ae, Af, Be, Bf vektorok altal kifeszitett szektor lesz (azaz a négy vektor koziil a legnagyobhb
meredekségii és a legkisebb meredekségii kozé esG szektor). Ezzel az észrevétellel mar meg
tudjuk mutatni a rendszer erds irdnyithatdsagat.

Feltehetd, hogy x(0) az x tengelyen van (méaskiilonben A egyszeri alkalmazasaval és u(1) =
0 irdnyit oda jutunk). Ekkor az S; elérhetGségi halmaz az A es B alakjabol adodoan a teljes
y-tengely lesz. Az S5 masodik elérhetdségi halmaz az x-tengely és a B masodik oszlopvektora
altal kifeszitett S, szektor. Mivel B az x-tengelyt atviszi az y-tengelybe, és A a by vektort
(mint minden egyenest) az x-tengelyre képzi, ezért a harmadik elérhetGségi halmaz a teljes
]Ri, igy a rendszer kontrollalhato. S&t, azt is belattuk, hogy tetszéleges x(0) > 0 vektor
legfeljebb 4 1épés alalt atvihets tetszGleges x; > 0 vektorba (azért négy, mert az elején
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feltettiik, hogy az x-tengelyrdl indulunk, és valojaban az odajutas is egy lépesbe keriilhet).
O

Tétel 2.4. Az x(k + 1) = Ax(k) + u(k)Bx(k), (A,B) > 0) mdtrizok dltal megadott
n-dimenzids bilinedris rendszer erdsen pozitivan irdnyithatd, ha (a vdltozok esetleges per-
mutdldsa utin) A és B a kévetkezd alaki:

0O« 0 ... 0 0 00 0
00 x ... 0 000 ... 0
A= . es B= | : : ,
00 ... 0 = 0 00 0
00 ... 0 O x k% *

ahol a *-gal jelolt elemek szigorian pozitivak.

Bizonyitds. Tegyiik fel elGszor az egyszeriiség kedvéért, hogy A-ban a *x-ok helyén csak 1-ek
allnak. Vegyiik észre, hogy ekkor A hatésa az, hogy minden koordinatat eggyel feljebb tol,
mig az utolso6 helyre 0-t rak. B pedig a koordinatak silyozott Gsszegét teszi az utolsé helyre,
a tobbi helyre 0-t. Ezekbdl konnyen kovetkezik, hogy tetszéleges x(0) > 0 nemnulla vektor-
bol legfeljebb n 1épésben elérhetiink egy olyan x(n) vektort amelynek minden koordinatéja
pozitiv (hiszen B alakalmazasaval az utolso helyre mindig pozitiv keriil, és A azt tologatja fel-
jebb). Ezutdn mar minden koordinatat be tudunk allitani a kivant értékre (az, hogy elszor
olyan vektorba megyiink aminek minden koordinataja pozitiv, az csak egy technikai lépés,
hogy a koordinatankénti beallitasnal ne legyen baj az esetleges 0-val osztassal). Tegyiik
fel, hogy az elérends végéllapot z = [z1,...,2,]7. Ekkor x(n + 1) utols6 koordinatajat
nyilvan be tudjuk allitani megfelel§ iranyit z;-re. Azutan x,.o utolsé koordindtajat zo-re,
mikdzben x(n + 2) utolso elstti koordinataja A hatasa miatt automatikusan z; lesz. Igy
koordinatanként 1épkedve elérjuk a kivant z vektort.

Ha A-ban nem csak 1-ek allnak, akkor is ugyanigy jarunk el csak értelemszertien a z;
koordinatak megfelels tobbszoroseit allitjuk be B-vel, hiszen figyelni kell arra, hogy A hatasa
alatt azok még szorzodni fognak a megfelel6 A-beli elemekkel. [J

Most raterunk a gyenge kontrolldlhatosag vizsgalatara n = 2 dimenzioban. ElGszor egy
Altalanos megjegyzést tesziink, amely barmely dimenzioban igaz. Az R’} zart pozitiv ortans
nyilvan invaridns halmaza a rendszeriinknek. Vegyiik észre, hogy a rendszer pontosan akkor
gyengén iranyithatd, ha ’lényegében’ nincs is més rendszer-invarians halmaz. Pontosabban:
az (A, B; > 0) madtrizok dltal adott (2) diszkrét bilinedris rendszer pontosan akkor gyengén
kontrolldlhatd, ha minden R’} -beli rendszer-invaridns halmaz vagy tartalmazza a nyilt intR’}
ortdnst, vagy diszjunkt attol. Sziiksegesség: ha lenne H invaridns halmaz, ami tartalmazza
x > 0 vektort, de nem tartalmazza az egész nyilt intR’} ortanst, akkor nyilvin x-bél nem
lehet H-n kiviili vektorokat elérni. Elégségesség: tetszdleges x > 0 esetén tekintsiik az
A(x) elérhetéségi halmazt, azaz azon nemnegativ vektorok halmazat, amelyek x-bhél véges
id6ben elérhetsk. Trivialis, hogy A(x) rendszer-invarians halmaz. Igy feltétel szerint A(x)
tartalmazza az egész intR’} nyilt ortanst (hiszen diszjunkt nem lehet téle, mert x € A(x)).
Tehat a kontrolldlhatosag eldontéséhez elég eldénteni, hogy van-e nem-trivialis rendszer-
invarians halmaz. Mas kérdés, hogy ezt eldonteni altalaban nem kénnyt, de két dimenzioban
még lehetséges.

A fenti megjegyzés azonnali kovetkezményeként a kivetkezG hasznos észrevételt tessziik:
az A és B matrixok az R? halmazt valamely Sy és Sp (esetleg elfajuld) szektrokba viszik,
amelyeknek hatarai az A ill. B oszlopai. Ezek uni6janak konvex burka (azaz a legnagyobb és
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legkisebb meredeksegii hatarolo vektorok kozé esé szektor) egy rendszer-invarians S szektor.
Valoban, ha x(0) € S akkor minden x(k) € S, trividlisan. Tehat azt kaptuk, hogy S = R%
sziikséges a gyenge irdnyithatosaghoz. Erre a feltételre tigy fogunk késébb hivatkozni, mint
az 'értékszektor feltétel .

A masik egyszerii észrevétel, hogy A aszimptotikusan stabil kell legyen, azaz a Frobenius
sajatértéke kisebb mint 1. Ellenkezd esetben ugyanis x(0)-t a Frobenius sajatértékhez tartozo
nemnegativ sajatvektornak vilasztva az orig6 kozeli allapotok nem lesznek elérhetGek. Erre
feltételre mint ’sajatérték feltétel” fogunk hivatkozni.

El6ljaréban azt mondhatjuk, hogy a gyenge kontrollalhatosag n = 2 dimenziéban az A, B
méatrixok sajatértekeinek nagysagatol, és a matrixokban elhelyezkedd nulldk helyzetétsl fiigg.
Mivel nagyon sok gyengén kontrollalhato és nem gyengén kontrollalhato eset van, az A-
ban szerepld nullak szama és elhelyezkedése szerint vizsgaljuk az eseteket: Legjobb lenne
nehiny esetet abraval illusztralni, bejeldlve a nem gyengén iranyithato esetekben az invarians
halmazokat, és a gyengén irdnyithato esetekben az elérhetGségi halmazok novekedését, ahogy
lépésenként kitoltik az egész ]R%r—t.

Az alabbi esetek vizsgalatanal a nem gyengén kontrollalhato eseteknél mindig odairjuk az
invarians halamazt, amely mutatja a nem-kontrollalhatosagot. A iranyithato eseteket pedig
mindig kiemeljiik kiilon tételként. Csak egy esetben adunk bizonyitéast, a tobbi is hasonl6an
megy.

1. eset: A-ban nincs nulla.

Ekkor az S, szektor hatarai a; és as a pozitiv negyed belsejébe esnek (mondjuk legyen
a; a kisebb meredekségii hatar), igy az értékszektor feltétel miatt sziikséges hogy Sp = Ri
legyen. Ez csak akkor lehet, ha B = [ %1 1?2 1 vagy B = [ 1?2 %1 ] Nyilvan feltehetd,
hogy by > by. Az elsG esetben az S,, y szektor invaridns halmaz. A méasodik esetben legyen
e olyan a;-nel kisebb meredekségt irany, hogy Be méar as-nél nagyobb meredekségit. Ekkor
az Se pe szektor invarians. Tehat a rendszer nem lehet gyengén irdnyithato.

2. eset: A-ban 1 nulla van.
Feltehetd (a valtozok esetleges permutélasa utan), hogy a nulla az alsé sorban van. Ekkor
két lehetGség van:
2.0 A= | @
0 as
A sajatérték feltétel miatt ai,a3 < 1. Az értékszektor feltétel miatt B egyik oszlopa y
irany1 kell, hogy legyen. Ismét két lehetGség van:
2.al B = { by
ba
akkor B-nek van egy y-tol eltér6 sp pozitiv sajatvektora, és az Sy, szektor invarians (ha
by = 0, akkor persze sp = x, de ekkor tetszéleges Sy o szektor invarians). Ha as > a;, akkor
A-nak van egy x-t6l eltéré s, pozitiv sajatvektora, és ekkor p > b; esetén az Ss, y szektor,
mig p < by esetén az Sg szektor lesz invaridns. A fennmarado esetben a rendszer gyengén
kontrollalhato, azaz

g], ahol p > 0. Ekkor, ha a; > a3 és by > p (vagy by = p és by = 0),

A,SB

Tétel 2.5. Legyenek A és B a fenti alakiak, p > 0, ay,a3 < 1, és a; > az. Ha by = p,
by >0, VAGY by < p, by >0 (itt by = 0 is lehet!), akkor a rendszer gyengén kontrolldlhata.
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b

2.a.Il. B = { 2 bl ], ahol p > 0. Ekkor, ha a3 > a; akkor A-nak van egy x-t6l eltérg s
2

pozitiv sajatvektora, és az Ss, ps, szektor invarians. Mas esetekben pedig:

Tétel 2.6. Legyenek A és B a fenti alakiak, p > 0, ai,a3 < 1, és a; > az. Ekkor a rendszer
gyengén kontrolldlhato.

. a; as
2.b. A= a0

A sajatérték feltétel miatt a; < 1. Az értékszektor feltétel miatt B egyik oszlopa y iranyu
kell, hogy legyen. Tovabba vegyiik észre, hogy A-nak létezik egy porzitiv s, sajatvektora.
B-re ismét két lehet&ség van:
2.bI B = |

by
egy y-tol eltérG sp pozitiv sajatvektora. Legyen e olyan vektor amely meredekebb sg-nél és
A els6 oszlopanal. Ekkor S . invaridns. A tovabbi esetben pedig:

Tétel 2.7. Legyenek A és B a fenti alakiak, p > 0, a1 < 1. Ha by = p, by > 0, VAGY
by < p, by >0 (itt by = 0 is lehet!), akkor a rendszer gyengén kontrollalhatd.

2.b.II. B = g by ], ahol p > 0. Ennek az esetnek a targyalasa nem trivialis. El6szor

, ahol p > 0. Ha itt by > p (vagy by = p és by = 0), akkor B-nek van

by

is konnyt belatni, hogy ha b; = 0 akkor a rendszer gyengén iranyithato. Tegyiik fel tehat,
hogy b; > 0. Ha létezik olyan e > 0 vektor, amelyre Ae = cBe valamely c-re, akkor az
Se 4e szektor rendszerinvarians. Ilyen e vektor létezése a kovetkezdvel ekvivalens: tekintsiik
a —pbic® + (pas + asby — arby)c — azaz = 0 egyenlet nemnegativ ¢ gyokét (ha van nemnegativ
gyok; ez az egyenlet egyébként azt irja le, hogy az A—cB matrix determinansa 0), és ha ezzel
a c-vel ay—cb; < 0, akkor létezik alkalmas e = [cb; —as, a;]” vektor. Méskiilonben nem létezik
alkalmas e vektor. Ha azt kaptuk, hogy nincs megfelelG e vektor, akkor az kovetkezik, hogy

a361 0
pai + asby pas
matrixot. Ha itt pas < agb;, akkor BA-nak létezik nem y iranyu pozitiv sajatvektora, sga.
Legyen ekkor f olyan irany, amely s4,sp,sga mindegyikénél nagyobb meredekségii. Ekkor
az St ar szektor invarians (mert: f meredekebb mint Af es Bf (mert A es B ’attiikrozi’ f-et
sa-n ill. sp-n), és Bf meredekebb mint Af (mert ez minden irdnyra igaz), és végiill BAf
kevésbé meredek mint f (mert BA az f-et kozeliti spa-hoz)). Egyéb esetekben a rendszer
gyengén iranyithato, azaz:

Tétel 2.8. Legyenek A és B a fenti alakiak, p > 0, a; < 1. Ha itt by =0 VAGY by > 0
és —pbic® + (pas + azby — a1by)c — asaz = 0 egyenlet nemnegativ ¢ gyokére teljesiil, hogy
as — cby > 0, tovdbbd pas > azby, akkor a rendszer gyengén kontrolldlhato.

Be mindig nagyobb meredekségi, mint Ae. Tekintsiik most a BA =

3. eset: A-ban 2 nulla van.
Feltehet$ (a valtozok esetleges permutéaldsa utan), hogy legalabb az egyik nulla az alsd
sorban van. Ekkor harom lehetGség van:
a; as
3.a. A= 0 0
A sajatérték feltétel miatt a; < 1. Az értékszektor feltétel miatt B egyik oszlopa y iranyt
kell, hogy legyen. Ismét két lehetGség van:
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b1
by
nemnegativ s sajatvektora, és az Sy ¢ szektor invarians, igy a rendszer nem iranyithat6 (kiilon
kell nézni a by = 0 esetet, mert ekkor s = x, de ilyenkor tetszéleges Sx e szektor invarians).
Ha by = p és by = 0, akkor B az identitds matrix tobbszordse, és tetszbleges Sx e szektor
invarians. A tovabbi esetek gyengén iranyithatoak, azaz:

3.a.l. B = [ 2 ], ahol p > 0. Ha b; > p, akkor B-nek van egy y-tol kiilonb6z6 iranyt

Tétel 2.9. Ha A és B a fenti alakiak, p > 0, a; < 1, es by = p, by > 0, VAGY by < p,
by > 0 (itt by = 0 is lehet!), akkor a rendszer gyengén kontrolldlhato.

3.a.Il. B = {0 by
p by

mint minden elem!) a rendszer gyengén kontrollalhato:

], ahol p > 0. Ekkor by, by értékétdl fiiggetleniil (persze nemnegativak,

Tétel 2.10. Ha A és B a fenti alakiak, és p > 0, akkor a rendszer gyengén kontrollalhato.

68 C? . Ttt feltehetjiik (esetleges valtozod permutéalas utén), hogy a; > as.
2

A sajatérték feltétel miatt ai,as < 1 sziikséges. Ha az Sp szektor nem tartalmazza az y-
tengelyt, akkor az Sp szektor fels6¢ hataregyenesét e-vel jelolve az Sxe szektor invarians.
Tehat sziikséges, hogy B egyik oszlopa y iranyt legyen. Ismét két lehetGség van:

_ |t
3.b.l. B = by

nemnegativ s sajatvektora, és az Sy s szektor invarians, igy a rendszer nem iranyithato (kiilon
kell nézni a by = 0 esetet, mert ekkor s = x, de ilyenkor tetszéleges Sy e szektor invarians).
Ha by = p és by = 0, akkor B az identitds matrix tobbszordse, és tetszéleges Sx o szektor
invarians. A maradék esetben a rendszer gyengén irdnyithato lesz, amit 6sszefoglalva:

3.b. A=

, ahol p > 0. Ha b; > p, akkor létezik B-nek egy y-tol kiilonb6z6 irany

Tétel 2.11. Ha A és B a fenti alakiak, a,a0 < 1, p > 0, ésp > by, VAGY p = by és
by > 0, akkor a rendszer gyengén kontrolldlhato.

3.b.II. B = {2 Zl }, ahol p > 0. Ha itt by = 0 akkor az els¢ koordinatat nem tudjuk
2

irdnyitani, tehét sziikséges, hogy b, > 0. Tovabbi feltétel nincs, azaz:

Tétel 2.12. Ha A és B a fenti alakiak, ay,as < 1, p,by > 0, akkor a rendszer gyengén
wrdnyithato.

0 aq
(05} 0
sem tartalmazza, akkor tekintsiink egy olyan e iranyt, amelynek meredeksége kisebb Sg also
hataregyenesénél, és Ae meredeksége nagyobb Sp fels§ hataregyenesénél. Ekkor az Se e
szektor invarians. Feltehetd tehat (esetleges valtozo permutélas utan), hogy B egyik oszlopa
y iranyi. Ismét két lehetGség van:

_ | b
3.c.l. B = [ by

eltérd iranyu pozitiv s sajatvektora. Legyen e olyan s-nél kisebb meredekségi irany, hogy
Ae mar s-nél nagyobb meredekségti. Ekkor az Se 4e szektor invaridns. Ha by = p és by = 0,
akkor pedig az A matrix sajatvektora rendszer-invarians irany. A tovabbi esetek gyengén
kontrollalhatbak, azaz:

3.c. A= } . Itt asajatérték feltétel miatt a;-ay < 1 sziikséges. Ha Sp egyik tengelyt

0 ], ahol p > 0. Ha itt by > p és by > 0, akkor B-nek van egy tengelyektdl
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Tétel 2.13. Legyenek A és B a fenti alakiak, a; -as <1, p > 0. Hap > b VAGY p=10,
€s by >0, VAGY p < by és by =0, akkor a rendszer gyengén kontrolldlhato.

3.cIl. B = [ g Zl ], ahol p > 0. Tegyiik fel el6szor, hogy b1,bs > 0. Ekkor létezik olyan
2
¢ > 0, amellyel c¢b; = a;. Ha most cp — ay < 0, akkor az e := [cb2, as — cp]? pozitiv vektort

A és cB ugyanoda képezi, és igy az Se se szektor rendszer-invarians. Ha by vagy by értékét
O-nak is megengedjiik, akkor by = 0 esetén az a;/ay = by /p esetben A = ¢B igy a rendszer
nem gyengén kontrollalhato. Minden mas esetben a rendszer gyengén kontrollalhato, azaz:

Tétel 2.14. Legyenek A és B a fenti alakuak, a; -ay <1, p > 0. Ha by =0 VAGY by =0
€s o #* % VAGY by,bs > 0 és oD — az = 0 akkor a rendszer gyengén irdnyithatd.

4. eset: A-ban 3 nulla van.
Feltehets (a valtozok esetleges permutélasa utén), hogy a nem nulla elem a felsé sorban
van. Ekkor két lehetGség van:

a 0
4.a. A= 00|

A sajatérték feltétel miatt a < 1. Az értékszektor feltétel miatt B egyik oszlop y irdnyu
kell, hogy legyen. Ismét két lehetGség van:

_ | b
4.a.1. B = by

irdnyitani, tehat feltehets, hogy b, > 0. Ha b; > p, akkor B-nek van egy y-tol kiilonbozd
irAnyti nemnegativ s sajatvektora, és az Sx ¢ szektor invarians, igy a rendszer nem iranyithato
(kiilon kell nézni a by = 0 esetet, mert ekkor s = x, de ilyenkor tetszéleges Sxe szektor
invarians). Ha by = p és by = 0, akkor B az identitas matrix tobbszorose, és tetszéleges Sx e
szektor invarians. A maradék esetben a rendszer gyengén iranyithato lesz, amit 6sszefoglalva:

Tétel 2.15. Ha A és B a fenti alakiak, p > 0, a < 1, és by = p, by > 0, VAGY by < p,
by > 0 (itt by = 0 is lehet!), akkor a rendszer gyengén kontrolldlhatd.

2 ], ahol p > 0. Ha itt by = 0 akkor az els6 koordinatat nem tudjuk

Bizonyitds. Az Gsszes gyengen iranyithato eset bizonyitasa ugyanigy megy: az ember belatja,
hogy az elérhetGségi halmaz lépésenkeént kitolti az egész R%-t. Ttt most ezt leirom, de a tobbi
esetben csak a gyenge kontrollalhatosag tényét fogom kozolni bizonyitas nélkiil. Ha szerinted
sziikség van ré, akkor persze utolag le tudom irni az Gsszes eset bizonyitdsat. Szerintem csak
unalmassé teszi a targyalast...

Legyen tehit x(0) = [z,y]7 > 0. Belatjuk, hogy A(x) D intR*+. Jeldlje e a B els6
oszlopat, és elGszor tegyiik fel, hogy by > 0. Az u(1l) = 0 irdnyit az x-tengelyre jutunk az
[az,0]7 pontba. Ezutan tetsz6leges [a?x,0]" + u(2)e pontba juthatunk, tehat egy [a?,0]-
bol indulo félegyenest teljesen elérhetiink. Ezutéan u(3) = 0-val az x-tengely egész a®z-nél
nagyobb-egyenls része elérhets. Igy lépésenként az egész nyilt x-tengely barmely pontja
elérhets véges lépésben (hiszen a™z 0-hoz tart). Ezutan tetszéleges [z, 0]7 +ue pont elérhetd,
azaz, a teljes félig nyilt Sxe szektor. Az Sy = Sxe szektor A és B altali képet tekintve
lathatjuk, hogy az S; pontjaibol egy lépésben elérhetéek az Sy = Sk pe pontjai. Azutin
pedig az S3 = Sk pze pontjai. Es kihasznalva, hogy B"e a feltételek miatt az y-tengelyhez
tart készen is vagyunk.

A by =0, by < p eset bizonyitésa is teljesen hasonlo, csak ebben az esetben nem szabad
az elsé lépésben lemenni az x-tengelyre mert az invarians halmaz, és nem lehet elhagyni.
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Ehelyett u(1) = e-nal a méasodik koordinatat pozitivan kell tartani. Egyébként ugyanugy

megy. [
4.a.ll. B = 2 Zl , ahol p > 0. Ha itt by = 0 akkor az els6 koordinatat nem tudjuk
2

irdnyitani, tehat feltehetd, hogy b; > 0. Minden més eset kontrollalhato, azaz

Tétel 2.16. Ha A és B a fenti alakiak, p > 0, a < 1, és by > 0, akkor a rendszer gyengén
kontrollalhato.

0 a
0 0|

Most a > 1 is megengedett. Az értékszektor feltétel miatt B egyik oszlop y iranyu kell,
hogy legyen. Ismét két lehetGség van:
4.b.1. B = { b

by

nemnegativ s sajatvektora, és az Sy s szektor invarians, igy a rendszer nem iranyithato (kiilon
kell nézni a by = 0 esetet, mert ekkor s = x, de ilyenkor tetszdleges Sy e szektor invarians).
Ha by = p és by = 0, akkor B az identitds matrix tobbszordse, és tetszéleges Sx . szektor
invarians. A maradék esetben a rendszer gyengén iranyithato lesz, amit Gsszefoglalva:

Tétel 2.17. Ha A és B a fenti alakiak, p > 0, és p > by, VAGY p = by és by > 0, akkor a
rendszer gyengén kontrolldlhato.

th. A= |

2 } , ahol p > 0. Ha b; > p, akkor létezik B-nek egy y-tol kiilonb6z6 iranyt

4.b.I1. B = [2 Zl ], ahol p > 0. Ekkor by, by értékétsl fiiggetleniil a rendszer gyengén
2
kontrollalhato:

Tétel 2.18. Ha A és B a fenti alakiak, és p > 0, akkor a rendszer gyengén kontrolldlhato.

5. eset: A-ban 4 nulla van.
Ekkor A = 0, és a rendszer nyilvan nem iranyithato.

Ezzel a gyenge irdnyithatosag karakterizaciojat n = 2 dimenzidéban befejeztiik.

Felsorolunk nehany nyitott kérdést ami jovGbeni kutatas targyat képezheti:

1. Probléma. Karakterizaljuk a pozitiv diszkrét bilinearis rendszerek irdnyithatosagat
n > 2 dimenzioban, vagy legalabbis adjunk kénnyen ellenérizhets sziikséges illetve elégséges
feltételeket.

2. Probléma. Vizsgaljuk meg a pozitiv irdnyithatosagot az
x(k+1) = Ax(k) + >, u;(k) B;x(k) rendszer esetén, ha m > 1.

3. Probléma. Vizsgaljuk a pozitiv irdnyithatosagot x(k+1) = Ax(k)+>_", wi(k)Bx(k)+
v(k)b inhomogén rendszer esetében.

3. IRANYITHATOSAG A POZITIV OKTANSON BELUL

Ez az amit Szabo Zoli javasolt, hogy hogyan enyhitsiik a pozitiv kontrollalhatosag defini-
civjat. Err6l semmi sincs az irodalomban. Egy kevés sajat eredményem van:

Definici6 3.1. Eqgy linedris (77) vagy bilinedris (2) rendszert a pozitiv oktdnson belil erdsen
irdnyithatonak neveziink, ha a rendszer nem feltétleniil pozitiv, de minden x(0),x; > 0 nem-
negativ dllapotokhoz létezik olyan véges kontroll sorozat, amely x(0)-t dtviszi x1-be mikdzben
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minden kozbilsd xy dllapot nemnegativ marad (a bilinedris esetben nyilvan x(0) # 0 is fel
kell tenni).

A rendszer a pozitiv oktdnson belil gyengén kontrolldlhatd, ha ugyanez igaz minden x(0),
x1 > 0 szigorian pozitiv vektorra.

Ezekre a fogalmakra roviden mint POBEK es POBGYK fogok hivatkozni, vagy ha nem
akarom specifikdlni hogy melyikrél van szo, akkor csak POBK.

Nyilvan ha a rendszer pozitiv és kontrollalhato (mint az el6z6 fejezetekben), akkor ebben
az 1j értelemben is kontrollalhatd. Azt varjuk azonban, hogy sok nem pozitiv rendszer is
kontrollalhato a pozitiv oktanson beliil. Azonnal felmeriil a kérdés, hogy a szokasos (nem
pozitiv) kontrollalhatosag vajon elegends-e a POBK-hoz? Azaz, ha egy rendszer kontrollal-
hato, akkor tudjuk-e tgy is kontrollalni, hogy kozben nem hagyjuk el a pozitiv oktanst. A
valasz talan meglepd modon nemleges, amint a kovetkezd példa mutatja:

) [0 -1 0 0
Példa 3.1. LegyenA—[l 0 1 1

megadott linedris ill. (A, B) dltal megadott bilinedris rendszerek kontrollalhatok, de egyik sem
POBK. Ezt konnyt ldatni, hiszen tetszdleges x(0) > 0 vektor esetén Ax(0) elsd koordindtdja
negativ lesz, és ezen a kontroll-vdltozoval nem tudunk vdltoztatni.

} ésb = [0,1]7, illetve B = [ } . Ekkor az (A, b) dltal

Tehéat a hagyomanyos kontrollalhatosag nem elégséges feltétele a PBOK-nak (és ez nem
csak 2 dimenzioban van igy, hasonlé példékat konnyti magasabb dimenzioban is konstruélni).

Az is vilagos, hogy linedris esetben a hagyoményos értelmi kontrollalhatosag szikséges
feltétele a POBK-nak. Ugyanis ebben az esetben minden k-dik elérhetségi halmaz egy affin
altér, és ha ez n 1épésszam utéan nem valik n-dimenzidssa (azaz a rendszer nem kontrollalhato
a hagyomanyos értelemben), akkor az elérheté allapotok halmaza nem adhatja ki a teljes R’} -t
(hiszen az n-dimenzios).

Bilinearis esetben méar nem tudom belatni ezt a szikségességét, de lehet hogy nem nehéz
(ha egyaltalan igaz...).

Megvizsgaltam a POBK-t linearis rendszerek esetén (szerintem még ezt se vizsgalta senki
az irodalomban, legalabbis semmit nem talaltam).

Az elsé megjegyzés, hogy ha x(0) > 0-bél egy x; > 0 elérhetd, akkor az x; +ub egyenesnek
a pozitiv oktansha es§ darabja is elérhetd (ez trivialis). Tehét az elérhetGségi halmaz minden
lépésben vagy iires (mint a fenti Példaban), vagy b-vel parhuzamos olyan egyenes szakaszok
(vagy félegyenesek) unioja, amelyek végpontjai a pozitiv oktéans hatarain vannak. A kérdés
az, hogy ezek az elérhetdségi halmazok mikor telitik be az egész R okténst, illetve forditva,
hogy mikor lehet {ires egy elérhetGségi halmaz, vagy lehet-e nem iires és invarians. Ezeket
nem trivialis megnézni.

Ismét a két-dimenzios esetet tudom karakterizalni:

Tétel 3.2. Tekintsik az x(k + 1) = Ax(k) + u(k)b linedris rendszert.

(i) Tegyiik fel, hogy b-nek egyik koordindtdja pozitiv, mdsik negativ, azaz pl. b = [m,p]",
m < 0, p > 0. Ekkor a rendszer nem lehet POBEK. Tovdbbd a rendszer pontosan akkor
POBGYK ha

a; az Ry = ARi nyilt szektor csak az origoban taldlkozik a b-iranyi eqyenessel (tehdt a b
iranyi egyenes a szektoron kivil halad), és

b; [b, Ab| rangja 2, és

¢; az sy = [—m,0] és sy := [0, p] pontokat Gsszekitd (b irdnyi) egyenes és az Asy és Asy
pontokat Gsszekiotd egyenes az R szektoron belil metszik eqymast.



12 MTA-SZTAKI * KUTATASI JELENTES * 2006/5 MATOLCSI MATE, VARGA ISTVAN

(i1) Tegyiik fel, hogy b szigorian pozitiv (vagy, ami ezzel ekvivalens, szigorian negativ).
Ekkor a POBEK és POBGYK ekvivalensek, és pontosan akkor teljesiilnek ha

a; [b, Ab] rangja 2, és

b; z-vel jeldlve azt a pozitiv koordindtatengelyt (azaz z = x vagy z =y), ami a b irdnyi
egyenes dltal meghatdrozott nyilt félsikok kiziil ugyanarra esik, mint Ab, az teljesiil, hogy Az
a mdsik nyilt félsikra esik.

(111) Tegyiik fel, hogy b-ben van 0 koordindta; feltehetd (esetleges viltozé permutdlds utdn),
hogy b = [0,1]". Ekkor a POBK-hoz sziikséges, hogy a11 > 0 és ajo > 0. Ha ayy > 0, akkor
a rendszer nem lehet POBEK, és pontosan akkor POBGYK ha a1 < 1. Ha a;; = 0, akkor
a rendszer POBEK.

Bizonyitds. Csak vazlatot adok.

Az (i) pont: legyen b = [m, p|” ahol m < 0, p > 0. A rendszer nyilvan nem lehet POBEK,
mert az x(0) = 0-bdl indulva nem tudunk nemnegativ allapotba lépni.

Ha az R, szektor tartalmazza b-t vagy —b-t, akkor van olyan x(0) > 0 allapot, amit
b iranya vektorba visz, és ekkor a kontrollal is csak x(1) = ¢b allapotba tudjuk juttatni a
rendszert, ami csak akkor nemnegativ, ha ¢ = 0, és igy a rendszer nem POBGYK. Nyilvan az
is sziikseges, hogy [b, Ab]T rangja 2 legyen, a hagyomanyos kontrolldlhatosag sziikségessége
miatt.

Tegyiik tehat fel, hogy az R4 szektoron kiviil fut a b irAnyt egyenes, és a rang-feltétel
is teljesiil. Ekkor konnyi kovetni az elérhetGségi halmazokat (mindig egy b-vel parhuzamos
alapt trapéz lesz az R%-on beliil) és nem nehéz belatni, hogy ezek pontosan akkor telitik be
az egész pozitiv siknegyedet, ha a Tétel c; feltétele teljesiil.

A (ii) pont: a rang-feltétel megint nyilvan sziikséges. Ha b; feltétel nem teljesiil, akkor
az Spz szektor rendszer-invarians. Ha pedig mindkét feltétel teljesiil, akkor kénnyt belatni,
hogy barmilyen x(0) >-bdl indulva a harmadik elérhet&ségi halmaz mar a teljes pozitiv
negyed.

A (iii) pont: nyilvan sziikséges, hogy ai1, a2 > 0 kiilonben az els koordinata negativva
valhat, és azon a kontrollal nem tudunk segiteni; a rang-feltétel miatt az is sziikséges, hogy
aip szigorian pozitiv. Ha ay; > 0, akkor az els§ koordinata nem véalhat nullava, igy a
rendszer nem lehet POBEK. Ha aq; > 1, akkor az [1,0]7 + R? eltolt negyed invaridns lesz.
Kiilonben konnyt 14tni, hogy az elérhetGségi halmazok mindig [z, 0]7 + ]R%r alakiak, ahol
xp tart nulldhoz, igy a rendszer POBGYK.

Ha pedig a;; = 0, akkor konnyt latni, hogy tetszéleges x(0) > 0 esetén a masodik
elérhetGségi halmaz mar a teljes zart pozitiv siknegyed. [

Itt is felsorolunk néhany nyitott problémat:

4. Probléma. Karakterizaljuk a linearis esetben a POBK-t magasabb dimenziokban, vagy
legaldbbis adjunk nem-trivialis elégséges ill. sziikséges feltételeket.

5. Probléma. Karakterizaljuk a POBK-t 2-dimenzi6s bilinearis rendszerekre.

6. Probléma. Karakterizaljuk a POBK-t a bilineéris esetben magasabb dimenzioban, vagy
legalabbis adjunk nem-trivialis elégséges ill. sziikséges feltételeket (esetleg nivelve a kontroll
valtozok szamat m > 1-re).

REFERENCES

[1] A. Bacciotti, On the positive orthant controllability of two-dimensional bilinear systems, Sys. Control
Lett., 3: 53-55, 1983.



POZITIV BILINEARIS RENDSZEREK IRANYITHATOSAGA 13

[2] A. Berman, M. Newmann, R.Y. Stern, Nonnegative Matrices in Dynamic Systems (Wiley, New York,
1989).

[3] W. M. Boothby, Some comments on positive orthant controllability of bilinear systems, SIAM J. Control
Optim., 20: 634-644, 1982.

[4] L. Caccetta, V. Rumchev, “A survey of reachability and controllability for positive linear systems,” Annals
of Operations Research, vol. 98, pp 101-122, 2000.

[5] P.G. Coxson, H. Shapiro, Positive input reachability and controllability of positive systems, Linear Al-
gebra and its Applications 94 (1987) 35-53.

[6] L. Farina, S. Rinaldi, Positive linear systems: Theory and applications. New York: Wiley, 2000.

[7] Sachkov, Y. L. Controllability of bilinear systems with a scalar control in the positive orthant, (in Russian)
Mat. Zametki 58 (1995), no. 3, 419-424; translation in Math. Notes 58 (1995), no. 3-4, 966-969 (1996).

[8] Y. L. Sachkov, On positive orthant controllability of bilinear systems in small codimensions, STAM J.
Control Opt., 35: 29-35, 1997.

[9] T.J. Tarn, D.L. Elliott, T. Goka, Controllability of discrete bilinear systems with bounded control, IEEE
Trans. Aut. Control, 18: 298-301, (1973).

[10] M.E. Valcher, Controllability and reachability criteria for discrete-time positive systems, International
Journal of Control 65(3) (1996) 511-536.



